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Esercizi per la preparazione della prova scritta
Generalita` sulle funzioni differenziabili
(1) Della funzione f : R2 → R,
f(x, y) =
1
1 + x2 + y2
scrivere il gradiente.
Nel punto P = (0, 1) scrivere anche
• la formula di Taylor al II ordine;
• l’equazione del piano affine tangente al grafico di f , ΠP (Grafico(f));
• l’equazione dello spazio (piano) vettoriale tangente al grafico di f , TP (Grafico(f));
• trovare una base per TP (Grafico(f)).
(2) Della funzione f : R2 → R,
f(x, y) = 2x3 − 3xy + x− 1
scrivere il gradiente.
Nel punto P = (1, 0) scrivere anche
• la formula di Taylor al II ordine;
• l’equazione del piano affine tangente al grafico di f , ΠP (Grafico(f));
• l’equazione dello spazio (piano) vettoriale tangente al grafico di f , TP (Grafico(f));
• trovare una base per TP (Grafico(f)).
(3) Della funzione f : R3 → R,
f(x, y) = x2 + y2 − z2
scrivere il gradiente.
Nel punto P = (3, 4, 5) scrivere anche
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• la formula di Taylor al II ordine;
• l’equazione dello spazio affine tangente al grafico di f , ΠP (Grafico(f));
• l’equazione dello spazio vettoriale tangente al grafico di f , TP (Grafico(f));
• trovare una base per TP (Grafico(f)).
(4) Della funzione f : R2 → R2,
f(x, y) = (x2 − y2, 2xy)
scrivere la matrice jacobiana.
Nel punto P = (0, 0) scrivere anche
• la formula di Taylor al I ordine;
• l’equazione dello spazio affine tangente al grafico di f , ΠP (Grafico(f));
• l’equazione dello spazio vettoriale tangente al grafico di f , TP (Grafico(f));
• trovare una base per TP (Grafico(f)).
Differenziabilita` di una composizione
(1) Sia f ∈ C1(R2,R) e si ponga h : R3 → R,
h(x, y, z) = xf(y, x2 + y2)
Calcolare ∇h(x0, y0, z0).
(2) Sia ϕ ∈ C1(R,R) e si ponga h : Rn \ {0} → R,
h(x) = f(|x|2).
Calcolare ∇h(x) e Hessh(x).
Per farvi un’idea potete iniziare con n = 2.
(3) Siano f, g ∈ C2(R3,R2) e si ponga h : R3 → R,
h(x, y, z) = ∇f(x, y, z) · ∇g(x, y, z).
Calcolare ∇h(x0, y0, z0).
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(4) Sia ϕ ∈ C1(R,R) e si ponga h : R2 → R,
h(x, y) =
∫ y
x
ϕ
(
(x2 + y2)t
)
dt
Calcolare ∇h(x0, y0).
(5) Siano f ∈ C1(R2,R), G = (α, β) ∈ C1(R2,R2) e si ponga h : R2 → R,
h(x, y) = f(G(x, y)).
Scrivere ∇h(x, y). Scrivere la formula quando G(x, y) = (ex cos(y), ex sin(y)).
Classificazione dei punti critici
(1) Classificare i punti critici della funzione f : R2 → R:
f(x, y) =
(
x2
52
+
y2
32
− 1
)
x+ 1
(2) Classificare i punti critici della funzione f : R2 → R:
f(x, y) =
(
(x− 1)2
22
+
y2
32
− 1
)(
(x+ 1)2
22
+
y2
32
− 1
)
(3) Classificare i punti critici della funzione f : R2 → R:
f(x, y) =
(
x2
22
+
y2
32
− 1
)
xy + 2
(4) Classificare i punti critici della funzione f : R2 → R:
f(x, y) =
(
x2
22
− y
2
32
+ 1
)(
y2 − 42)+ 2
(5) Classificare i punti critici della funzione f : R2 → R:
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f(x, y) = (x+ y − 4)xy + 2
(6) Classificare i punti critici della funzione f : R2 → R:
f(x, y) =
(
y2 − 42) (x2 − 42) (x2 + y2 − 1)
(Elementare, ma lungo)
Estremanti assoluti di una funzione (si possono usare i moltiplicatori
di Lagrange)
(1) Siano A =
{
(x, y) ∈ R2 : x222 + y
2
32 = 1
}
⊆ R2 e f(x, y) = x+y. Determinare
f(A).
(2) Siano A =
{
(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ 1} ⊆ R3 e f(x, y, z) = x2 +
y2 + z2. Determinare f(A).
(3) Siano A =
{
(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ xy ≤ x+ y − 3} ⊆ R2 e f(x, y) = x222 + y232 .
Determinare f(A).
(4) Al variare di p ∈ R, determinare i punti sul grafico della funzione y = x2
(x ∈ R) aventi minima distanza da (0, p).
(5) SianoA =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 : x2 + y2 = 1, z2 + w2 = 1} ⊆ R4 e f(x, y, z, w) =
x+ y + z − w. Determinare f(A).
Insiemi di livello
(1) Sia f : R2 → R la funzione f(x, y) = (ey2 − e)(x3 − 3x + 1).Cosa di dice il
Teorema di Dini sugli insiemi di livello?
• Trovare i punti in cui il Teorema di Dini non si applica.
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• Trovare i punti (a, b) in cui il Teorema di Dini ci assicura l’esistenza di
un’unica y = ϕ(x) in C1 tale per cui f(x, ϕ(x)) = f(a, b). Enunciare
precisamente le conclusioni del Teorema di Dini in questi caso.
• Trovare i punti (a, b) in cui il Teorema di Dini ci assicura l’esistenza di
un’unica x = ψ(y) in C1 tale per cui f(ψ(y)) = f(a, b). Enunciare pre-
cisamente le conclusioni del Teorema di Dini in questo caso.
(2) Sia f : R3 → R la funzione f(x, y, z) = xyz.Cosa di dice il Teorema di Dini
sugli insiemi di livello?
• Trovare i punti in cui il Teorema di Dini non si applica.
• Trovare i punti (a, b, c) in cui il Teorema di Dini ci assicura l’esistenza
di un’unica z = ϕ(x, y) in C1 tale per cui f(x, y, ϕ(x, y)) = f(a, b, c).
Enunciare precisamente le conclusioni del Teorema di Dini in questo caso.
• Ripetere l’analisi nelle altre variabili.
(3) Siano f, g : R3 → R le funzioni f(x, y, z) = xyz e g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 e
sia H = (f, g) : R3 → R2. Cosa di dice il Teorema di Dini sugli insiemi di livello
di F?
• In quali punti JF non ha caratteristica massima?
• Trovare i punti in cui il Teorema di Dini non si applica.
• Trovare i punti (a, b, c) in cui il Teorema di Dini ci assicura l’esistenza di
un’unica (y, z) = γ(x) in C1 tale per cui f(x, γ(x)) = f(a, b, c). Enunciare
precisamente le conclusioni del Teorema di Dini in questo caso.
• Ripetere l’analisi nelle altre variabili.
(4) Sia Sia f : R2 → R la funzione f(x, y) = x(y2 − 1) + y.
• Calcolare il gradiente di f .Esistono curve di livello del tipo y = c o x = c?
Quali?
• Studiare globalmente (qualitativamente) la curva di livello passante per
(0, 0).
• Studiare globalmente (qualitativamente) la curva di livello passante per
(−1, 1/2).
• Studiare globalmente (qualitativamente) la curva di livello passante per
(−1/4, 2).
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